
Existe-t-il des fonctions y ∈ D2(R) solutions de x2y′′ − 2y = x ?

On a une équation différentielle linéaire du second ordre non résolue avec
second membre. En gros, toutes les difficultés dans un seul et même exercice.
Bien sûr, on va chercher des solutions sur R∗+, puis sur R∗−.

En posant z(t) = y(et), on a z′(t) = ety′(et) et z′′(t) = ety′(et)+e2ty′′(et) et
donc z′′(t)− z′(t)− 2z(t) = (et)2y′′(et)− 2y(et) = et. On résout donc l’équation
homogène z′′ − z′ − 2z = 0 qui donne des solutions de la forme αe−t + βe2t,
puis on cherche une solution particulière de la forme λet, ce qui donne λ = − 1

2 .
Comme on a y(x) = z(ln(x)), on a des solutions sur R∗+ de la forme α

x +βx2− x
2 .

Pour résoudre l’équation sur R∗−, on pose z(t) = y(−et) et par un raisonne-
ment similaire, on trouve z(t) = γe−t+δe2t+ et

2 . Comme on a y(x) = z(ln(−x)),
on a des solutions de la forme −γx + δx2 − x

2 .

La continuité de y en 0 donne α = γ = 0. De la dérivabilité de y en 0, on tire

−1
2 = lim

x→0−

y(x)− y(0)
x

= lim
x→0+

y(x)− y(0)
x

= −1
2

Cela ne nous apprend donc rien. La continuité de y′ en 0 donne

−1
2 = lim

x→0−
y′(x) = lim

x→0+
y′(x) = −1

2
Cela ne nous apprend toujours rien. Regardons enfin la dérivabilité de y′ en 0
(on rappelle qu’on cherche des fonctions de classe D2 sur R) :

2δ = lim
x→0−

y′(x)− y′(0)
x

= lim
x→0+

y′(x)− y′(0)
x

= 2β

Ainsi β = δ. La seule fonction de classe D2 à pouvoir être solution de l’équa-
tion proposée est donc f(x) = βx2 − x

2 . Un simple calcul montre qu’elle est
effectivement solution, ce qui conclut.
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